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1. I NTRODUCCIO
Els intents de formular una dinamica de N particules puntuals in-
teractuant a l'espai fasic comenca amb Particle de Dirac' sobre les dife-
rents formes de la dinamica relativista. En aquell escrit, seguint 1'analo-
gia amb la dinamica galileana, Dirac es planteja de trobar realitzacions
del grup de Poincare en un espai fasic 6N dimensional -1'espai fasic
fisic- que correspon al nombre de graus de llibertat d'un sistema de
N particules puntuals. Suggeri tres diferents tipus de realitzacions: la
Instant Form, la Front Form i la Point Form.
Bakamjian i Thomas2 i Foldy3 seguiren el cami obert per Dirac i
arribaren a realitzacions explicites del grup de Poincare del tipus instant
Form. Deixant de banda el problema de la separabilitat de la interaccio,
la diferent estructura del grup de Poincare respecte al de Galileu dona
lloc a serioses dificultats a l'hora de mantenir la covariancia de les 11-
nies-m6n. La interpretacio d'aquest resultat aparegue despres amb l'ano-
menat "teorema de no interaccio" de Currie, Jordan i Sudarshan:4 ex-
cepte en el cas de les particules lliures, la covariancia de les linies-mon
es incompatible amb la identificacio de les coordenades canoniques amb
les variables de posicio en l'espai fasic fisic.
Un dels camins possibles per tal d'evitar les consequencies d'aquest
teorema pot esser, evidentment, la distincio entre variables canoniques i
coordenades de posicio. A la proposta de Dirac, pero, no hi ha cap sug-
geriment per a definir quines seran les coordenades de posicio. Des d'un
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punt de vista classic, hom podria assegurar que la proposta de Dirac no
to interpretacio fisica.
Actualment, la teoria de Sistemes Hamiltonians amb Lligams
(S.I-I.L.)5; 6''obre la possibilitat de definir coordenades de posicio a
1'espai fasic. Primer, hom defineix un S.H.L. de N particules puntuals
en un espai fasic 8 N dimensional, despres poden esser eliminate els
graus de llibertat redundants fent servir els lligams presents en el model.
D'aquesta manera hom arriba finalment a una realitzacio de 1'algebra de
Poincare a 1'espai fasic fisic a mes de disposar d'una prescripcio per a
definir les coordenades de posicio en termes de lee variables canoniques.
A la referencia,8 hom feu servir aquest procediment per primera vegada
per a arribar a una realitzacio tom la de Foldy, pero amb una Clara in-
terpretacio fisica, possibilitant la reconstruccio de linies-mon que des-
criuen un sistema de dues particules puntuals en interaccio.
En aquest treball han estat construides realitzacions del tipus Ins-
tant Form i Front Form que descriuen sistemes relativistes de dues o N
particules puntuals interactuant. Com que el S.H.L. es el mateix en
ambdos casos, podem realitzar la transformacio de Shanmugadhasan,
transformacio canonica adaptada ale lligams de segona classe.9 Mitjan-
^ant la introduccio de lligams de gauge, eliminem la invariancia sota re-
parametritzacions.
2. DUES PARTICULES EN INTERACCIO
Partim de la langrangiana'o, l'
.C = - U1 Xi - UZ XZ U{ = mi - V( r2) (2.1)
que descriu dues particules interactuant mitjan^ant un potential multi-
plicatiu V (r2 ), essent rµ = X2 - Xi . Aquesta lagrangiana singular ens
proporciona els lligams segiients:
0o
^
p2 t 4 q2 _ 2 1MI t IN3) t 4 V cI2, _
m2 - mi 1
P
^z = <p,r>,. 0




Xµ= 2 (Xi +X2) r'` = Xµ - X'`z 1
pµ=Pi+Pz qµ = p2
- pi (2.3)
Si definim els parentesis de Poisson
{X2,p° } =- gµ° J rµ, qv} = - g" (2.4)
hom pot veure inmeditament que Oo es un lligam de primera classe
mentre que 0 1 i 0 2 son de segona. 5' 6' ' Per tant, 1'hamiltoniana de
Dirac sera H = X wo essent X una funcio arbitraria.
Disposem d'una representaciu 1 6-dimensional del grup de Poincare
Mµ„=Xµ pu - Xvpp+rµ q. - r„qu
Pµ
= Pµ (2.5)
rota el parentesi de Poisson. Nosaltres, pero, estem interessats en una
realitzacio de Poincare amb el nombre correcte de graus de llibertat, i
haurem d'eliminar variables fent servir els lligams. Una manera elegant
de fer-ho es mitjancant una transformacio de Shanmugadhasan adient
als lligams de segona classe que tenim.9
En el nostre cas, el primer pas per a dur a terme aquesta construc-










Per tal de completar el conjunt de variables canoniques, hem de tro-
bar solucions del seguent sistema d'equacions diferencials:
{ r, f }= 0 {q, f} = 0 (2.7)
les quals ens proporcionen catorze solucions independents. Un subcon-
junt de solucions de (2.7) son p" i les variables que seran les canoniques
2
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conjugades d'aquestes : Xµ. Queden encara tres parells de solutions per
determinar . Si hom suposa que aquests tres parells no dependran de





µ = ^ (2.8)
q
Sis solutions independents de (2.8 ) son les components de rµ i q"`
ortogonals a p"`. Nomes caldra triar una terna de quadrivectors tip us es-
pai i aleshores projectar sobre ella rµ i q'`. Veurem despres que diferents
ternes ens menen a diferents formes de la dinamica segons Dirac.
2.1. Instant Form
La terna adient per a la Instant Form es E^ (p), que no son sino els
vectors de polaritzacio per a particules amb massa.12 Aixi doncs, les so-
lutions de (2.8) son
r^
-
E^ (P) rµ q^ - EL \P) qµ (2.9)
Despres de resoldre les corresponents equations, hom pot trobar X"`,
a E°
Xµ = X'` + E^ qµ EQ ra a E U Q -
ap
^IIi<p,q>-gv<p,I>) CZ.10)
Ara ja dJisposem d'un nou coJJnjuntllde variaJJbles canoniques:
1 Xµ, p°} _ - g"`° >l r, q 1 = 1 ; ir^^ q^'^ = s^^' (2.11)
essent tots els altres parentesis zero.
Els generadors de Poincare en termes de les noves variables son:
.^
M'.1 = X' p^1 - X^ pi + 8 iL si)^ T^^'
p +M
Pµ = pµ (2.12)
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on
TX X' = rx qx' - r.' q.
Els quals satisfan 1'algebra de Poincare amb el parentesi de Poisson a
1'espai reduit
l ^R(r= 0, q= 0)'
Mitjancant la introduccio d'un lligam de gauge
x = X° - T 0 (2.13)




3T {x ^o}R = - Zpo
A partir d'ara 0 ° - 0° (X, P, rx, qx, r = q = 0) i x son lligams de
segona classe , i el parentesi de Dirac associat a ells es:
{ f g}#={f,g}R -2p°[{ f, m°}R{x,gx}R {^ o,g } RI (2.15)
Fent servir x i oo , podrem restringir el nombre de variables que apa-
reixen a ( 2.12). Aixi doncs , els generadors de Poincare en termes de 6N
(N = 2) variables independents seran:
Mjk = Xj Pk - Xk Pj + 0' 5j" Tx A,
6'x' pA
MO1 = T P, - X. p2 + M2 + Tx X'
p2
+M2 + M
P° = (p2 + M2 )'/2
= p
O be:
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essent:
1
Ji = 2 EijkMjk ki = Moi
ra qa' = r A q
M2 4 qx qx - V (- rx rx) + 4 m2 (2.18)
Aquesta realitzaci6 correspon a una Instant Form de Dirac; la inter-
acci6 apareix en els generadors Moi i P0. D'altra banda , el conegut teo-
rema de no interacci6 no ens afecta , ja que queda superat d ' una forma
automatica gracies al fet que les variables canoniques no es transformen




{Moi,Xk }#= 6ik7 -Xl Pk+61x L - ° p o J (2.19)po M+ Po P (P + M)
on P° to 1'expressi6 que apareix en (2.16 ). Noteu tambe que R = X es la





La realitzaci6 del grup de Poincare ( 2.18), la tenim expressada en
termes de variables canoniques ; a mes, en disposar de les Reis de trans-
formaci6 ( 2.9), (2.10) de les variables canoniques , podem reconstruir la
lfniam6n de qualsevol moment . Aix6 no era pas possible en les realitza-
cions de Bakamjian i Thomas.'
2.2. Front Form
Per comencar, definirem les variables del con de hum
A+ -
1
(A° + A3) A- _= -(A° - A3) ( 2.21)













que ens dbna hoc tambe a una nova metrica:
0 0 0 1
0 - 1 0 0
g = CT gC = (2.23)
0 0 1 0
1 0 0 0 /










S2 = -- (K2 + J, )
1








Br = Mr_ r = 1, 2
Aixi doncs , hom pot veure que la terna mes adient per a arribar a la
realitzacio Front Form , sera aquella que d'alguna manera privilegii la
tercera direccib espacial. Per tal de dur a teme aixb , introduirem els se-
guents vectors de polaritzacio, les propietats dels quals estan exposades
a 1'Apendix.
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Eµ
1 1






















Amb aquests quadrivectors construirem el conjunt de variables ca-
noniques que funciona mes be en aquest cas.




X^ _ X" + Eµ qµ Ea rIX Eva - E^ E^
.
a pµ
Essent els seus parentesis de Poisson,
.CI;,<q,p>-qv<p,5>) £
(2.26)
{ Xµ, p°}= - g'`° µ, v = 0, 1, 2, 3 (2.27)
Els generadors de Poincare en el con de llum son:
Sk = X k p- - X- pk
J3 = X' p2 - XZ p' + Q3
K3= X p+-X'p
1
Bk= pkX'-X + pk-E3ke
- ( Pe Q3 -MQe)
P




= Eixx' rx qtr
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Aquesta es una realitzacio catorze-dimensional que satisfy l'ylgebra
de Poincare a 1'espai reduit.
El pas seguent, per tal de reduir el nombre de variables a dotze, es
introduir un lligam de gauge,
X = X-- T 0 (2.29)
La funcio arbitryria X sera:
X = - 1/2 p-
Ara podem procedir a la reduccio de variables a (2.28), i aixi tindrem:
Sk = Xk p- _ T Pk





e3 ke ^ (peQ3 - M Qe)2P p -







; Pk = pk ; P = p (2.30)
P
essent
M2 =4qx qx - V (- rx rx)+4m2
Aquesta realitzacio reprodueix l'ylgebra de Poincare amb el parentesi
de Dirac:
{f,g} #= {f,91R+ Zip- [lf,001 R 1X,g }R
-
{f,X }RJOOI9}R]
{ K3, Sr} # = Sr { Sri Ps} # S rs P 03, Pr} Ers ps
1J 3 , Sr}# = Ers Ss {K3iP}#=P
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E12 = 1
Ers
E21 = - 1
{K3iP+}#_-p +;{ S, P+}#= -pr; {Sr, Bs}#= Ers J3 -Srsk3
(2.31)
{ Pr, Bs }# = - S rs P+; U3, Br} # =Ers Bs ;{ P+, Br} # = - Pr (2.32)
De (2.30) podem veure que la dependencia en el potencial, quan
r = 0, apareix unicament a Bk i P+; son els anomenats generadors dina-
mics. La resta son els cinematics. Com en el cas de la instant Form, el
teorema de no interaccio 1'evitem perque les variables canoniques no
son les components d'un quadrivector. Les variables de "centre de mas-
ses" de la Front Form son:
(R+, R1, R2) = (X+, X1, X2 )
1
R+ = X+ -
M P
2 Ers Qr Ps
1
Rs = Xs - - Esr Qr
M
(2.33)
Son les que fan el mateix paper que les (2.20 ) a la Instant Form.
A causa de l'estructura tan especial que adopta 1'algebra de Poin-
care i' en el null plane ( T = 0), podem construir dues subalgebres, la
cinematica 3G i la dinamica D .14 3G compren els generadors cinema-
tics, excepte J3, i 'D es una subalgebra amb una estructura tipus
U (2).
Partint del tensor de Pauli-Lubansky:
1
Wµ=-eµvaa














Yj = Eixxl rx qa'
i tambe
(2.35)
M= (4 qx qx - V (- rx rx) + 4 m2 )1/2
Els parentesis de Dirac entre aquests objectes son:
{Yi, Yj}# = Eijk Yk ; {Yi, M} # = 0 (2.36)
Per tant, podem escriure:
Y' = (P+, PI, P2, S 1, S2 , K3) Subalgebra cinematica
(M, Y, , Y2, Y3) Subalgebra dinamica (2.37)
Mallik i Hugentobler's construiren la realitzacio classica, partint de
la quantica de Lautwyler i Stern,14 expressant-la en termes de variables
canoniques, les quals no eren independents. Hi havia dos lligams de pri-
mera classe que les relacionaven, la qual cosa ens permet assegurar que
aquella realitzacio,'s no to cap significat fisic ja que no permet la re-
construccio de linies-m6n.16
3. N PARTICULES EN INTERACCIO
Prendrem corn a punt de partenca un model no separable definit per
un Iligam de primera classe i 2 (N - 1) lligams de segona classe,"' 18 que
son respectivament:
N
¢o N iE1pi+U_0 (3.1)
Wk<P,Sk>~0 Ok=<P,Yk>-0 (3.2)





X' =- E X"•`
N i= 1 '
Pl
St = Xk - Xµ Yk = Pk - Pi
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i llurs parentesis de Poisson,
{X", P° } = - g" v ; {Sk,''k'} g1' v 6kk' (3.3)
Els parentesis entre els lligams seran doncs:
{ Oo,'1'k } - 0 {0o,';'k} ^ 0 { Ok,Te} ^ Eke p2 (3.4)
Seguint el mateix procediment que en el cas de N = 2, redefinim
els lligams de segona classe, i aixi tenim ja un subconjunt del nou con-
junt de variables canoniques
<P,Sk> - <P,Yk>
Rk = ; Kk =
-,IF
; {Rk, Kk'} = 6kk' (3.5)
Completarem la transformacio amb les 6 N + 2 solucions de les
equacions diferencials,
{Rk,f}= 0 ; {Kk,f}=0 (3.6)
3.1. Instant Form
Fent is dels vectors de polaritzacio introduits a (2.9), definem:
Rkx = ex' (P) Sk,u
Kkx= eN' (P) Ykµ
i les altres variables seran
{Rkx, Kk'x'} = 6kk' b ' (3.7)


















Mµ„ = Xµ pv - X. PA + k E 2 (Sky Ykv - Skv Yky) (3.9)
Py
= PA




k = 2 ^^
Moi= X° pi- XI p° + 1 ° pX
sip' E Txx, (3.10)





Aquesta realitzacio satisfy 1'algebra de Poincare amb el parentesi
de Poisson { } R a 1'espai reduit (Rk = 0; Kk = 0). El pas seg6ent es
reduir els graus de llibertat de 6 N + 2 a 6 N; aixb ho podem fer intro-
duint un lligam de gauge,
X = X° -T 0 (3.11)
Ara, fent servir el parentesi de Dirac equivalent a (2.15), podem
construir una algebra de Poincare en al qual els generadors son funcions







Xi P, + E 6 8 T'
k=2
T Pi - X' (p2 + M2
)1/2
(p2 + M2 )1/2
+ + + N +
J = XA P+ E Qk
k = 2
(3.12)
+ 1 N + +
= Tp - X P2+M2+ E QkAp
M+ P2+M2 k=2
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on:
Qk - RkxKk Rk = (Rk 1, Rk2 , Rk3 )
Kk = (Kk1, Kk2, Kk3 )
1
2
N 2 N 2- ([M = U (Rkx) + N Ek=2 1E KkX)Kkx- N k=2
En aquesta realitzacio, la dependencia amb la interaccio apareix
unicament a P° i MO'; per tant es una Instant Form.
Com en el cas N = 2, podem constuir les varaibles analogues a les
(2.20), i evitem tambe el teorema de no interaccio




En aquest cas, per tal de resoldre les equacions ( 3.11), prendrem els
vectors de polaritzacio ( 2.28), i tindrem com a subconjunt del nou con-
junt de variables canoniques
Rkx = e^ ( P) Sky ; Kkx = e^ (p) Yky Rkx, Kk'x' }= 6x x' 6kk ' (3.13)
k=2,...,N X,X'=1,2,3
Les altres variables que completaran el conjunt son
Xy - Xy +
N <P,Yk> Sy <P,Sk>
yEv aEx S Y 3.14vk= 2 2 k 2 Yk x kp k ( )P P a Py
1 PA.
Obtindrem la realitzacio Front Form per a N particules subtituint
les noves variables a (3.11) i fent despres la transformacio (2.24) que
ens passara a les variables del con de llum. El resultat es:
REALITZACIONS CANONIQUES
Sr = X' p -X-pr
K3 =
1 N
















on: Qin = Eijk Rjn Kkn
Aquesta es una realitzacio 6 N + 2 dimensional de l'algebra de Poin-
care amb el parentesi de Poisson a 1'espai reduit { } R.
Tal com ferem en el cas N = 2, introduirem el lligam de gauge
X=X-T..p
La realitzacio 6 N dimensional corresponent sera:




+ V (Kkx, RkN)
n
J3 = X1








+ V (Rkx, Kkx) pr = pr ; P = p (3.17)2 p-
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2 X - N Cn N 2 Kn) 2 + U (Rkx)p











n 2 K2 X- N
1 Cn 2 Kn + U (RkX )l (3.19)M= <
que satisfan:
I Ji, Jj}# Eijk Jk I Ji, M} # = 0 (3.20)
Hi ha dependencia en les variables relatives- unicament en els gene-
radors que pertanyen a la subalgebra dinamica.
Seguint amb el paral•lelisme amb el cas de N = 2, podem definir les
variables analogues a les (2.22),
R = (R+, R',R2)=(X+,X',X2)
R+ = X+ -
1 N
E E3 kr Qkn P' (3.21)
M p n = 2
N




En aquest treball hem presentat les realitzacions instant Form i
Front Form de l'algebra de Poincare per a una dinamica relativista de
dues o N particules. La interpretaci6 fisica d'aquestes realitzacions en
termes de linies-mon es obtinguda gracies a unes prescripcions, que afe-
gim a les realitzacions, les quals ens permeten de definir unes coorde-
nades de posicio a 1'espai fisic.
Ambdues coses, realitzacions i prescripcions, provenen de models
hamiltonians amb lligams definits en un espai fasic 8 N dimensional, i
que descriuen N particules puntuals. Com a consequencia d'aquesta
aproximacio, en els nostres casos es verifica 1'equivalencia fisica entre
les dues formes de la dinamica que tnalitzem. Aquesta equivalencia ha
estat ja estudiada abans per S.N. Sokolov,18 pet-6, pel fet que nomes es
va preocupar d'estudiar situacions de scattering, mitjancant la matriu S,
ell nomes pogue assegurar 1'equivalencia de les diferents formes de la
dinamica fora de la regio d'interaccio.
Una realitzacio classica com la Front Form per a N = 2, es la que ja
construiren Mallik i Hugentobler15 en termes de variables canoniques
dependents, relacionades via dos lligams de primera classe; tanmateix, es
ja ben conegut que aquests models no tenen contingut fisic.16
5. APENDIX
Els vectors de polaritzacio per a la Instant Form,8 son obtinguts de:
a
Ex (p) = ' xi
mitjancant un boost en la direccio de p,








P' Sij+ P1 pj
M M(M+P°) I
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Sota una rotacio R, R p = p is
R e?, (P) = Dx X' (R) EL' (P)
Si considerem una rotacio de Wigner,
R (p, A) = L-' (p, p0) A-' L(Ap,p)
E' (p) (A.3)e (A p) = Dxx' [R (p, A)] Ae01 x
aixi doncs, la llei de transformaci6 per a les variables relatives en el cas
de la Instant Form es:
rr (A p) = Dxx' [R (p, A)] r.' (p) (A.4)
d'on podem veure que les rx son funcions de Wigner.
En el cas de la Front Form, hem definit un nou conjunt de vectors
de polaritzacio e,\ (p), els quals coincideixen amb e" ( p) en el sistema





















_ p3 (P° - µ2p° -
(A.5)
(A.6)
Aquesta transformacio pot esser descomposta com el producte d'un
boost en la direccio de p, (A . 2), iuna rotacio que depen de pµ, it' • v (p).
a
^µ.v(P)=Lµ .a ( p,p) A .v(p) (A.7)
REALITZACIONS CANONIQULS
L'expressio general dels e (p) es:















x, k = 1, 2
Si considerem una rotacio de Wigner, definida per:
(p, A) = £-' (p, Q) A-' £ (A p, p0)
on A es una transformacio de Lorentz arbitraria, tindrem:
eQ (A p) = D ^^' [ (A' p)] Aa EX' (p)
(A.8)
(A.9)
i podrern determinar tambe la llei de transformaci6 per a les variables
relatives de la realitzacio Front Form:
r^ (Ap) X(p, A)] rA'(p) (A.10)
son doncs tambe funcions de Wigner.
3
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